UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Unidad V |

1. Unidad Temética V.- Series de Fourier
2. Horas Practicas 10

3. Horas Tedricas 5

4. Horas Totales 15

5. Objetivo

El alumno utilizara las series de Fourier en el modelado y analisis de problemas
relacionados con el mantenimiento industrial, en particular en estudios de calidad
de la energia y vibraciones, mediante la comprensién de los conceptos basicos.
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FOURIER

Contenido
. Funciones Periodicas
. Serie trigonométrica de Fourier
. Componente de directa, fundamental y arménicos
. Ortogonalidad de las funciones seno y coseno

. Calculo de los coeficientes de la Serie de Fourier
. Simetrias en sefiales periddicas
. Fenémeno de Gibbs

. Forma Compleja de las Series de Fourier
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. Espectros de frecuencia discreta

11. De la serie a la Transformada de Fourier.
12. Obtencion de la serie de Fourierusando FFT

13. Espectro de Frecuencia y medidores digitales

Preambulo

El analisis de Fourier fue introducido en 1822 en la
“Théorie analyitique de la chaleur” para tratar la
solucion de problemas de valores en la frontera en la
conduccidn del calor.

Mas de siglo y medio después las aplicaciones de esta
teoria son muy bastas: Sistemas Lineales,
Comunicaciones, Fisica moderna, Electrénica, Optica y
por supuesto, Redes Eléctricas entre muchas otras.
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Funciones Periddicas
Una Funcién Periodica f(t) cumple la siguiente
propiedad para todo valor de t.

f(t)=f(t+T)

A la constante minima para la cual se cumple lo
anterior se le llama el periodo de la funcion

Repitiendo la propiedad se puede obtener:
f(t)=f(t+nT), donde n=0,+1,+ 2, £3,...

Funciones Periodicas

Ejemplo: éCual es el periodo dela funcion f(t)= cos(%) +cos($)1

Solucion.- Si f(t) es periodica se debe cumplir:

f(t+T) =cos(55) +cos(HL) = f{t)=cos($) + cos(%)
Pero como se sabe cos(x+2km)=cos(x) paracualquierenterok,
entonces paraque se cumplalaigualdad se requiere que

T/3=2k,m, T/4=2k,n
Es decir,
T=6k,;m =8k,
Dondek; vy k, son enteros,
El valorminimo de T se obtiene con k,=4, k,=3, es decir,T=24x

e titetl o
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Funciones Periddicas

Graficadelafuncion (1) = COS(%) + COS(&)

T f(t)=dos(t/3)+cos(t/4)
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Funciones Periodicas

Podriamos pensar que cualguier suma de funciones
seno y coseno produce una funcion periodica.

Esto no es asi, por ejemplo, consideremos la funcion
f(t) = cos(w,t)+cos(w,t).
Para que sea periodica se requiere encontrar dos
enteros m, n tales que
®,T=21m, ®,T=27n
De donde
W m

Es decir, la relacion g,/ @, debe ser un numero

racional.
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Funciones Periadicas

Ejemplo: la funcion cos(3t)+cos(n+3)t no es periddica,
yaque @ _ 3 noesunnumero racional.

®, 3+m
f(t)=cos(3t)+cos((3+pii)
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Funciones Periodicas

ACTIVIDAD 1: Encontrar el periodo de las
siguientes funciones, si es que son
periodicas:

1) f(t) = sen(nt), donde n es un entero.
2) f(t)= sen?(2mt)

3) f(t)= sen(t)+sen(t+m/2)

4) f(t)= sen(w,t)+cos(o,t)

5) f(t)=sen(N21)

iy
&
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Serie Trigonométrica de Fourier

Algunas funciones periodicas f(t) de periodo T
pueden expresarse por la siguiente serie,
llamada Serie Trigonométrica de Fourier

f(t) = %2 a, + a,cos(m,t)+a,cos(2m4t)+...
+ b,sen(oyt)+b,sen(2o,4t)+...
Donde & ,=27/T.
Es decir,

f(t)=Zaus c;Zo‘,[an cos(nm,t) + b, sen(nw,t)]

n=1

Serie Trigonomeétrica de Fourier

Es posible escribir de una manera ligeramente
diferente la Serie de Fourier, si observamos que
el término a, cos(no,t)+b,sen(ne,t) se puede

escribir como

2 2 a b
JJag +br| —2—cos(no,t) + ——2—-sen(nw,t)
BT Jal +bl Jal +b2

Podemos encontrar una manera mas compacta
para expresar estos coeficientes pensando en un
triangulo rectangulo:
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iy
&

Serie Trigonométrica de Fourier

a
it =co0s0
3 = 2 b2 n
C =.a.+b ap T 0y
b,
0, 1 =send
2 b n
aIl + il

Con lo cual la expresion queda

C, [cos 0, cos(nm,t) + senﬁnsen(nﬂoﬂt)]

=C, [cns(nmﬂt - E}n)]

Serie Trigonométrica de Fourier

Si ademas definimos Cy,=a,/2, |la serie de Fourier

se puede escribir como

f(t)y=108 +i Cﬂ[cﬁs(nmﬂt -~ Bn)]

ASL Cﬂ :4Ja§ +bi

b
y 0, =tan’| =

a4
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Serie Trigonomeétrica de Fourier

ACTIVIDAD 2:

Definir adecuadamente los coeficientes C,, C,y
0, de manera que la serie de Fourier se pueda
escribir como

f(t) . +i C, [sen(new,t+6,)]

n=|

Componentes y armanicas

Asi, una funcion periddica f(t) se puede escribir como la
suma de componentes sinusoidales de diferentes
frecuencias © =n®,.

A la componente sinusoidal de frecuencia no:
C.cos(nmyt+0,) se le llama la enésima arménica de f(t).

A la primera armonica (n=1) se le llama la componente
fundamental y su periodo es el mismo que el de f(t)

A la frecuencia ®y=2nf,=27/T se le llama frecuencia angular
fundamental.

MANUAL DEL PROFESOR

Pdgina 146



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Componentes y armonicas

A la componente de frecuencia cero C, se le
llama componente de corriente directa (cd) y
corresponde al valor promedio de f(t) en cada
periodo.

Los coeficientes C, y los angulos 6,6 son
respectiva-mente las amplitudes y los dngulos
de fase de las armonicas.

Componentes y armonicas

: . i l t t
Ejemplo: La funcién  f(t) = cos(3) + cos(3)

Como ya se mostro tiene un periodo T=24m, por lo
tanto su frecuencia fundamental es ®,=1/12 rad/seg.
Componente fundamental es de la forma:

J

O*cos(t/12). , f(t)+cos(t/3)Hcos(t/4)

fit)

Tercer armonico: | 1.
cos(3t/12)=cos(t/4) 1\ L ANA N
Cuarto armonico: H oY \ H Y U \

Cos(4t/12)=cos(t/3) LU ViV VIV !
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Componentesy armdnicas

Ejemplo: Como puede verse, la funcion anterior tiene
tantas partes positivas como negativas, por lo tanto su
componente de cd es cero, en cambio

f(t) =1+ cos(3) + cos(3)

. 3
Tiene tantas partes A {\

arriba como abajo 1\ ! \ I ” f \
de1pt::nrl--:a‘[::11:1‘[:::,/E'UHUUHUU‘UHUU
su componente dé  ~ | |/ ViV VIV U

-1
cdes 1. f(t)31+cos(t/3)+cos(t/4)

f\ \ f\ f\ {
!
|

B
o
=

100 150 200 |

Componentes y armonicas

ACTIVIDAD 3

: ¢Cudl es la componente fundamental, las
armonicas distintas de cero y la componente de
directa de

a) f(t) = sen’t
b) f(t) = cos’t ?
Justificalo ademas mostrando la grafica de las

funciones y marcando en ellas el periodo
fundamental y la componente de cd.
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Ortogonalidad de senos y cosenos

Se dice que un conjunto de funciones f,(t) son
ortogonales en el intervalo a<t<b si dos
funciones cualesquiera f_(t), f,(t) de dicho
conjunto cumplen

0 param#n

r, para m =n

?fm (OF, (Hdt = {

Ortogonalidad de senos y cosenos

Ejemplo: las funciones t y t? son ortogonales en el
intervalo —1< t <1, ya que
1 1 t?
[tt?dt = [tPdt =—
21 3 4

1
=0
-1

Ejemplo: Las funciones sen ty cos t son ortogonales en
el intervalo —/,< t <™/,, ya que

T

2
t
sen —0

I
[ sentcostdt =
-1

—1
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Ortogonalidad de senosy cosenos

ACTIVIDAD 4.

Dar un ejemplo de un par de funciones que sean
ortogonales en el intervalo:

a) O<t<1

b) O<t<m

Ortogonalidad de senos y cosenos

Aunque los ejemplos anterioresse limitaron a un parde
funciones, el siguiente es un conjunto de unainfinidad de
funcionesortogonalesenel intervalo-7/,<t<7/,.

1,cosm,t, cos2myt, cos3met,...,senmyt,sen2myt,sen3dmgt,...
(para cualquiervalor de @,=%/-).

Para verificarlo anterior podemos probar por pares:
1.- f(t)=1 Vs. cos(mam,t):

T/2 sen(mat)| 7' 2sen(me,T/2) 2sen(mn
[cos(ma,t)dt _ sen(maxf) = (e 1/2) () _

T2 me, | 1, ma, ma,
Yaque m es un entero.

0
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Ortogonalidad de senos y cosenos

2.-f(t)=1 Vs. sen(mm,t):

T/2 _ T/2
jsen(m(gn'[)dt = M =
-T/2 may, _T/2

= _—l[cos(mwﬂTrQ) - cos(mo,T/2)] =0
mae,

3.- cos(mmyt) Vs. cos(nmgt):

T/2 0 param #n
[ cos(mom,t)cos(nw,t)dt =
_T/2 T/2 param=n=0

Ortogonalidad de senos y cosenos

4.- sen(mmgt) Vs. sen(nmgt):

T/2 0 param=n
| sen(mo,t)sen(nm,t)dt =
_T/2 T/2 param=n=0

5.- sen(mm,yt) Vs. cos(nmgt):

T/2
[sen(meyt)cos(nmyt)dt =0 para cualquier m,n
~T/2
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Ortogonalidad de senos y cosenos

Para calcular las integrales de los casos 3,4y 5,
son utiles las siguientes identidades
trigonométricas:

cos A cos B = )4[cos(A+B)+cos(A-B)]
sen A sen B = 4[-cos(A+B)+cos(A-B)]
sen A cos B = J4[sen(A+B)+sen(A-B)]
Ademas:
sen?0 = % (1-cos20)
c0s?0 =% (1+c0s20)

Calculo de los coeficientes de la Serie

Dada una funcion periodica f(t) écomo se
obtiene su serie de Fourier?

f(t)=2a,+ %[an cos(ne,t) + b sen(nm,t)]

Obviamente, el problema se resuelve si sabemos
como calcular los coeficientes a,,a,,a,,...,by,b,, ...

Esto se puede resolver considerando la
ortogonalidad de las funciones seno y coseno
comentada anteriormente.
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Calculo de los coeficientes de la Serie

Multiplicando ambos miembros por cos(no,t) e
integrando de —T/2 a T/2, obtenemos:

T/
a, == fls(nmot)dt n.g
1/

Similarmente, multiplicando por sen(nm,t) e
integrando de —T/2 a T/2, obtenemos:

T/
b, =718 (now,t)dt -
-

Similarmente, integrando de —T/2 aT/2,
. T A5
obtenemos: 2y !
-T/2

Calculo de los coeficientes de |la Serie

El intervalo de integracion no necesita ser
simétrico respecto al origen.

Como la ortogonalidad de las funciones seno y
coseno no solo se da en el intervalo de —T/2 a
T/2, sino en cualquier intervalo que cubra un
periodo completo:

(de t, a t,+T, con t, arbitrario)

las formulas anteriores pueden calcularse en
cualquier intervalo que cumpla este requisito.
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Calculo de los coeficientes de la Serie

Ejemplo: Encontrar la Serie de Fourier para la
siguiente funcion de periodo T:

f(t)

1

1

1

1

1
T, 0,
1
1

-— =t ---

—1-1 R
Solucion: La expresién para f(t) en 7T/,<t<"/, es

-1 para—I<t<0
f(t) = .
1 paral0<t<s

Calculo de los coeficientes de la Serie

72
a, =% T_[ffl(t)cas(nmot)dt

Coeficientes a_:

0 T/2 7]
=2 il
=z [—TJ‘.«’E cos(ne,t)dt + {_[ms(nmgt)dt

1 0 1 T/2
= %I:—sen(nmot) + ——sen(nm,t) }

nw, g, DO, 0
=0 paran=#0
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Calculo de los coeficientes de la Serie

Coeficiente a,: = Tflf(t)dt

—T/2

=%[ ?—dt+T_f§1t}

-T/2 0

sz]
0

+t

Calculo de los coeficientes de |la Serie

o ) Ti2
Coeficientes b, : b, =2 [f(t)sen(not)dt
—T/2

E T/2
:%[ [—sen(nwm,t)dt + _[sen(nc)ot)dt]

-T/2 0
sz]
0

s cos(nm,t)

=1 [L cos(nmyt)

nw, _/p DO,
_ L [(1 - cos(nT)) — (cos(nm) —1)]
nm

= i[l—(—l)”)] paran =0
nn
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Calculo de los coeficientes de la Serie

Serie de Fourier: Finalmente la Serie de Fourier
gueda como

4 .
f(t) =—[sen(o,t) + %sen(3m0t) + %sen(ScoOt) +...
. :

En la siguiente figura se muestran: |Ia
componente fundamental y los armonicos 3, 5 y
7 asi como la suma parcial de estos primeros
cuatro términos de la serie para oy,=m, es decir,
T=2:

Calculo de los coeficientes de |la Serie

Componentes de la Serie de Fourier

1.5

| [
A\ />>// Y

o
o

Componentes
o

Suma
fundamental
tercer armanico
quinto armanico
septimo arménico:

-1 -0.5 0 ¢ 0.5 1

-
)

T —
171

vV XN
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Calculo de los coeficientes de la Serie

ACTIVIDAD 5: Encontrar la serie de Fourier para
la siguiente sefial senoidal rectificada de media
onda de periodo 2.

Senoidal rectificada de media onda

NErA A
Ml [
i T A

L L)

(t)

Funciones Pares e Impares

Una funcion (periodica o no) se dice funcion par
(o con simetria par) si su grafica es simétrica
respecto al eje vertical, es decir, la funcion f(t) es
par si f(t) = f(-t)
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Funciones Pares e Impares

En forma similar, una funcion f(t) se dice funcion
impar o con simetria impar, si su grafica es
simétrica respecto al origen, es decir, si cumple
lo siguiente:  -f(t) = f(-t)

Funciones Pares e Impares

Ejemplo: éLas siguientes funciones son pares o
impares?

f(t) = t+1/t
g(t) = 1/(t>+1),
Solucion:

Como f(-t) = -t-1/t = f(t), por lo tanto f(t) es
funcion impar.

Como g(-t)=1/((-t)*+1) = 1/(t?>+1)=g(t), por lo
tanto g(t) es funcion par.

iy
&
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Funciones Pares e Impares

Ejemplo: éla funcion h(t)=f(1+t?) es par o
impar?, donde f es una funcion arbitraria.
Solucion:

Sea g(t)= 1+t?, Entonces h(t)=f(g(t))

Por lo tanto h(-t) = f(g(-t)),

Pero g(-t)=1+(-t)% = 1+t?=g(t),

finalmente h(-t)=f(g(t))=h(t), por lo tanto h(t) es
funcion par, sin importar como sea f(t).

Funciones Pares e Impares

Ejemplo: De acuerdo al ejemplo anterior, todas
las siguientes funciones son pares:

h(t) = sen (1+t?)

h(t) = exp(1+t?)+5/ (1+t?)

h(t) = cos (2+t%)+1

h(t) = (10+t2)-(1+t?)1/2

etc...

Ya que todas tienen la forma f(1+t?)
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Funciones Pares e Impares

Como la funcién sen(nm,t) es una funcion impar
para todo n#0 y la funcion cos(ne,t) es una
funcién par para todo n, es de esperar que:

* Si f(t) es par, su serie de Fourier no contendra
términos seno, por lo tanto b = 0 para todo n

*Si f(t) es impar, su serie de Fourier no
contendrd términos coseno, por lo tantoa =0
para todo n

Funciones Pares e Impares

Por ejemplo, la sefal cuadrada, ya analizada en

un ejemplo previo:
f(t)

(=

|

:

|
T, |0 I/

I"f2
|
I

-—— = ---

-1
Es una funcién impar, por ello su serie de Fourier
no contiene términos coseno:

f(t) = %[sen(mot) +1sen(3myt) + tsen(Soyt) + ]
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Simetria de Media Onda

Una funcidén periodica de periodo T se dice
simétrica de media onda, si cumple la

propiedad f(t+ }:T) = —f(1)

Es decir, si en su grafica las partes negativas son
un reflejo de las positivas pero desplazadas
m PR (3

e N

~

ry_____

Simetria de Cuarto de Onda

Si una funcion tiene simetria de media onda y
ademas es funcion par o impar, se dice que
tiene simetria de cuarto de onda par o impar

Ejemplo: Funcién con simetria impar de cuarto
de onda:

y O
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Simetria de Cuarto de Onda

Ejemplo: Funcion con simetria par de cuarto de
onda:

s £(1)

Simetria de Cuarto de Onda

ACTIVIDAD 6: ¢{Qué tipo de simetria tiene la
siguiente senal de voltaje producida por un triac
controlado por fase?
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Simetrias y Coeficientes de Fourier

Funciones
Simetria Coeficientes = IR e
) T2 T2 Senosy
Ninguna a, =2 [f(hcos(no,badt b,=2 [fhsenmaghdt | cosenos
-T/2 -T/2
T2 unicamente
Par a,=% _[f(t) cos(na,t)dt by=0 COSEnos
1)
e unicamente|
Impar a=0 b, =# [f(hsen(no,tdt <enos
]
0 npar 0 npar | Senosy
medlﬂ _ Ti2 _ T2
i &, = =4 J'f(t)cos(nm:,t)dt nimpar b, = 3 J’f(t)sen(nmandt nimpar ?Ii;i::
d i)
Simetrias y Coeficientes de Fourier
Simetria Coeficientes eFJ:HLJ:ISOEI:'i:
Ninguna | @, =2 T[]f(t) cosnahdt | b =2 T[]f(t)sen(n odt | Semosy
& i cosenos
a,=0 (n par) )
v, de EH o Solo
| =T [Tt cosne, bt = cosenos
0 impares
(nimpar)
b,=0 (n par)
L de T/4 Solo
onda a,=0 b, =+ _[f(t)sen(nm;)t)dt Senos
impar J i
- (nimpar) fmpares
é\.v“°$f+9’;
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Simetrias y Coeficientes de Fourier

Por ejemplo, la sefial cuadrada, ya analizada en
un ejemplo previo:
f{t)

—

1

| |
1 1
l l t
= I-TJ"z 0 :TJ"Z :T e
1 1 1
] _1 —

Es una funcion con simetria de % de onda impar,
por ello su serie de Fourier sélo contiene

términos seno de frecuencia impar:

f(t)= i [sen(oaot) +1sen(3amyt) + zsen(Soyt) + ]
- 5

Fenémeno de Gibbs

Si la serie de Fourier para una funcion f(t) se trunca
para lograr una aproximacion en suma finita de senos y
cosenos, es natural pensar que a medida que
agreguemos mas armonicos, la sumatoria se
aproximara mas a f(t).

Esto se cumple excepto en las discontinuidades de f(t),
en donde el error de la suma finita no tiende a cero a
medida que agregamos armonicos.

Por ejemplo, consideremos el tren de pulsos anterior:
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Fendmeno

de Gibbs

______________________________

...........................

_____________________________

15 : : :
- -0.5 0 0.5 1
§_0=°$f+%
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Fendmeno de Gibbs

e |5 Serie con 5 armonicos
N P AN A
: 7~
05 .........................................
0 ___________________________________________
By I VO S J ISR S ]
» PRy A D |
15 : i
-1 -0.5 0 0.5 1
Fendmeno de Gibbs
S 1 5 __________________ Serie con T armbnicos
o R A AU A
! A4 v 7
T2 R | EE—— Serreermeeene]
Oloo . ____________________________ H
Sy 07 S SO | S SO ]
-1 f‘\ Kot N I N S i
(VAR i
15 ' |
-1 -0.5 0 0.5 1
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Fendmeno de Gibbs

= |5 Seritla con 13: armc’mlicos
A I S
0.5 feeeemeemnnas ........................... R
NI N o
0.5 ........................................... 1
-1 VA"A"A‘E"A”AV&UE _____________________________ |
1 -ol5 0 0.5 1
Fenomeno de Gibbs
R 1 5 ________________ . er|econ50armon|cos
A "
05 e, [N I ]
[ ) T [ I e
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Fendmeno de Gibbs

e |5 Serielcon10|0 armc’:qicos
O b ¥
05 e
Y SO [
0.5 -------------- 1
—
1y -0_E5 0 0?5 1

Forma Compleja de la Serie de Fourier

Consideremos la serie de Fourier para una
funcidn periodica f(t), con periodo T=2n/o,.

f(t)= %aD + Z‘l[aI1 cos(nmyt) + b_sen(nw,t)]
Es posible obtener una forma alternativa usando
las formulas de Euler:
jnogt —jnmc,t)

cos(nmyt) =5(e ° +e

sen(nwm,t) = 2% (einmot _e—jnmot)

Donde ;-./ 1
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Forma Compleja de la Serie de Fourier

Sustituyendo
f(t)y=1a,+ le [a, %(eﬁ"”"t +e ™) +b, 2—11 (e™Ot —gT0)]

Y usando el hecho de que 1/j=-j

f(t) :%aﬂ + Z[%(an _jbn)ejnmot _|_%(an n jbn)e—jnmot]
n=l1

Y definiendo:

.ao, ¢, =;(@,~18), ¢, =3 (aﬂ.

Lo cual es congruente con la formula para b, ya
que b_=-b_, ya que la funcion seno es impar.

Forma Compleja de la Serie de Fourier
La serie se puede escribir como
f(t)=c,+ i(cﬂem"t +c_e )
n=1
O bien,

f(t)= ¢, + chejnmot + Z cnejnmc.t
n=l1

n=-1

Es decir, - ]
| mogt
f(= > ¢l
n——=a
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Forma Compleja de la Serie de Fourier

A la expresion obtenida

f(t)E= i c e

n=—~_am

Se le llama forma compleja de la serie de
Fourier y sus coeficientes ¢, pueden obtenerse a
partir de los coeficientes a_, b, como ya se dijo,

o bien:
c, lf(t)e-

Para n=0, =1, =2, =3, ...

Forma Compleja de la Serie de Fourier

Los coeficientes ¢, son numeros complejos, y
también se pueden escribir en forma polar:

c, = ‘cn‘ejq‘
Obviamente, c_, =c, =[c[e™*

b
Donde |Cn|:%xjafl+bfi, ¢n=3fCtaﬂ(—a—“)

Para todo n#0,

Para n=0, ¢, es un numero real: ¢, =3a,
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Forma Compleja de |la Serie de Fourier

Ejemplo. Encontrar la forma compleja de la serie
de Fourier para la funcion ya tratada:

f(t)

1

1 1

1 1

1 1
_ijz 0 :T'.fz :I' e
| IE— ']_ :—:

Solucion 1. Como vya se calcularon los
coeficientes de la forma trigonométrica (a, y b,):

a,=0 para todon
y .= =[1-(-1)"] paratodon

Forma Compleja de la Serie de Fourier

Podemos calcular los coeficientes ¢, de:
¢, =3la, —jb, 1= —ir%[-CD"]
¢, = Ja1-(=1)"]
Entonces la Serie Compleja de Fourier queda
B(1) =Zj(E5 e Rt g Hout g s
jodt _1g

j3mgt 1 ~j5mgt
—6 —=E T =)
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Forma Compleja de la Serie de Fourier

Solucion 2. También podemos calcular los
coeficientes c, mediante la integral

T
¢, =4 [ (e dt
0

T/2 T

= %( j.e—jnmotdt + _e—jnmatdt)
E T2
Ti2 T
— 1 1 —jnogt 1 —inoot
_T(_ﬁmu c - e )
0 T/2
- —jtnio IK [(e_jm‘m2 -1)— (e_i‘“%T _ e"jﬂmmz)]
L]

Forma Compleja de la Serie de Fourier

Como ®,T=2nyademas e =cos0O+ jsend

C, = —jﬂiJoT [(_l)ﬂ - 1) _(1 - (_1)11)]

=—jzir1~(-1)"]

=—jL{1-(-1)"]

Lo cual coincide con el resultado ya obtenido.
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»
s,
%
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Forma Compleja de la Serie de Fourier

ACTIVIDAD 7: Calcular los coeficientes ¢, para la
siguiente funcion de periodo 2.

a) A partir de los coeficientes a_,b,

b) Directamente de la integral

Senoidal rectificada de media onda

|mrA 7

ool [\

Espectros de Frecuencia Discreta

A la grafica de la magnitud de los coeficientes c, contra
la frecuencia angular ® de la componente

correspondiente se le llama el espectro de amplitud de
f(t).

A la grafica del angulo de fase ¢, de los coeficientes c,
contra ®, se le llama el espectro de fase de f(t).

Como n soélo toma valores enteros, la frecuencia

angular ®=n®, es una variable discreta y los espectros
mencionados son grdficas discretas.
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Espectros de Frecuencia Discreta

Dada una funcion periddica f(t), le corresponde
una y solo una serie de Fourier, es decir, le
corresponde un conjunto uUnico de coeficientes
C,.-
Por ello, los coeficientes ¢, especifican a f(t) en
el dominio de la frecuencia de la misma manera
que f(t) especifica la funcién en el dominio del
tiempo.

Espectros de Frecuencia Discreta

Ejemplo. Para la funcion ya analizada:
(1)

1

| |
1 1
| |
_Tf‘z 0 :sz :r e
1 1

I—_l | I |

Se encontré que ¢, =—j[1-(-1)"]

¢a|= gl (-1)"]

Por lo tanto,
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Espectros de Frecuencia Discreta

El espectro de amplitud se muestra a continuacion

07 Espectro de Amplitud de f{t)
L L ]
06
05
G o4
© 03
02
U_1 -* -*
seres ?_?'T_T_T T_T_ celee _T'T T_T_?_T_‘I' rere.
TR TN iy 20 30
N e ~
Frecuencia negativa (?) Frecuencia

Observacion: El eje horizontal es un eje de frecuencia,
(n=nUmero de armonico = multiplo de @).

Espectros de Frecuencia Discreta

ACTIVIDAD 8. Dibujar el espectro de amplitud
para la funcion senoidal rectificada de 72 onda.
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Potencia y Teorema de Parseval

El promedio o valor medio de una senal
cualquiera f(t) en un periodo dado (T) se puede
calcular como la altura de un rectangulo que
tenga la misma area que el area bajo la curva de
f(t)

T
Agea = [f()dt
0

f(t)

h=Altura
promedio

1

Potencia y Teorema de Parseval

De acuerdo a lo anterior, si la funcion periddica
f(t) representa una senal de voltaje o corriente,
la potencia promedio entregada a una carga
resistiva de 1 ohm en un periodo esta dada por

T/2
L+ [If @Y dt
-T/2
Si f(t) es periodica, también lo sera [f(t)]* y el
promedio en un periodo sera el promedio en
cualquier otro periodo.
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Potencia y Teorema de Parseval

El teorema de Parseval nos permite calcular la
integral de [f(t)]? mediante los coeficientes com-
plejos c, de Fourier de la funcion periodica f(t):

O ES

-T/2 n=—

2

Cn

O bien, en términos de los coeficientes a_, b,

T/2

L |[f(HlPdt=1a; +1> (al +b;)
=T/2 el

Potencia y Teorema de Parseval

Una consecuencia importante del teorema de Parseval
es el siguiente resultado:

El valor cuadratico medio de una funcion periodica f(t)
es igual a la suma de los valores cuadraticos medios de
sus armonicos, es decir,

Cﬂ
A2

Donde C, es la amplitud del armonico n-ésimo y C, es la
componente de directa.

1 Tf[f(t)]z dt=C2+Y

-T/2
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Potencia y Teorema de Parseval

Para aclarar el resultado anterior es conveniente
encontrar la relacion entre los coeficientes
complejos ¢, de la serie

f(t) = i c e

n=—x

Y los coeficientes reales C_ de la serie

f(t)=C, + i C, [cos(nmﬂt — Bn)]

n=l
Donde C, es la amplitud del armonico n-ésimo y
C, es la componente de directa.

Potencia y Teorema de Parseval

Por unlado C_=./al +bZ,
Mientras que [c,|=1+/a. +b]

_ 1
c,|=%C, Porlo tanto,

cﬂ

C

=T ]

1
c 3

n

Entonces,

Ademds, para el arménico f,(t) = C, [cos(ne,t —8,)]
Suvalorrmses C_ /{2, por lo tanto su valor
cuadratico medio esC2 /2

Para la componente de directa C,, su valor rms
es CT ‘ , por lo tanto su valor cuadratico medio
C

sera |C,|2.
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Potencia y Teorema de Parseval

Ejemplo. Calcular el valor cuadratico medio de

la funcion f(t): 0

| |
1 1
| |
_T.I"z ¢ :Tx"z :r ne
| |

Solucién. L i}
2
Del teorema de Parseval L J'[f(t)]zdtz > el
-Tn2 n=—

y del ejemplo anterior |c | :Elﬁ[l—(—lj‘“]

tit d i\c |2:E PRSI B

Potencia y Teorema de Parseval

La serie numérica obtenida converge a

+§ +—+—+...=1.2337
Por lo tanto,
T/2
= 8
L [E@Pdi= Ykl =—(12337)=1
-T/2 n=-x

Como era de esperarse.
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Potencia y Teorema de Parseval

ACTIVIDAD 9.

Calcular el valor cuadratico medio para la senal
senoidal rectificada de media onda de periodo
27T,

De la Serie a la Transformada de Fourier

La serie de Fourier nos permite obtener una
representacion en el dominio de la frecuencia
para funciones periodicas f(t).

¢éEs posible extender de alguna manera las
series de Fourier para obtener el dominio de la

frecuencia de funciones no periodicas?

Consideremos la siguiente funcion periodica de
periodo T
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De la Serie a la Transformada de Fourier

Tren de pulsos de amplitud 1, ancho p y periodo

T:
fi't)
1

De la Serie a la Transformada de Fourier

Los coeficientes de la Serie Compleja de Fourier
en este caso resultan puramente reales:

El espectro de frecuencia correspondiente lo
obtenemos (en este caso) graficando ¢, contra
O=N0,.
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fit)

De la Serie a la Transformada de Fourier

Espectro del tren de pulsos para p=1, T=2

0.8
B B

) S N ]

(=]

---a-fﬁre:-9-¢-5a-?§e-£a-?-a-£ire-Te-Je- -:- e-Je-Teé-J‘-a-'ta-ge-;ifa-‘sa—‘aa-%a--—

o2l 1 I i i i i i
50 20 20 0 20 ) 50 wenvi,

De la Serie a la Transformada de Fourier
Si el periodo del tren de pulsos aumenta:

15
L p=1, T=2 _ _ |
as | |7 _| |_| -l_m _| m -| |_| |_| |7 _‘ |_| |
) ) =T a : 1 F
N p=1.T5
i — — — — — - — _
as -
A T — T
15
. _ p=1. T=1U_ _ |
as o
-£ 0 [] 1
1’ p=1. T=20
1 — -
Qs 1 H
-;% -10 5] 10 il
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De la Serie a la Transformada de Fourier

En el limite cuando T—, la funcion deja de ser

periodica:
15
p=1, T==
= 1 4
0.5 ﬂ ]
B T 0 : T

20

éQué pasa con los coeficientes de la serie de
Fourier?

a6

De la Serie a la Transformada de Fourier

o p=1,T=2
gy P
2 PR L. B
a2 L L @=Ntig
- ] E]
a3
0z p=1.1=4
a1
a i, =17, T| | 11ts TTra, e
Ll ALE inl Llll 2% % el
o = Ta E3]
015
a1
a5
0
2% =)
006
o
am
0
Ly gzeeeeeeeeen

=]
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De la Serie a la Transformada de Fourier

Si hace T muy grande (T—>wx): El espectro se
vuelve jcontinuo!
20::11:!'.‘

15

10

De la Serie a la Transformada de Fourier

El razonamiento anterior nos lleva a
reconsiderar la expresion de una funcion f(t) no
periodica en el dominio de la frecuencia, no
como una suma de arménicos de frecuencia
no, sino como una funcidon continua de la

frecuencia o. -
, . f(t)= > c,e™"
Asi, la serie i

Al cambiar la variable discreta no, (cuando
T—w) por la variable continua ®, se transforma
en una integral de la siguiente manera:
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De la Serie a la Transformada de Fourier

TR
Como c,= IT jf(t)e—jmmdt
-T2

w T/2 . .
La serie queda f(t)= Z {lT J‘f(t)e]ﬂmotdt]e]nmot

n=x®| _T/2

oo T2 . |
O bien, f(t)= Z {;311 _[f(t)ejnm°tdtj|o)ﬂem"’°t

n=—x _T/2

cuando T—w, no,—0 Yy 0,—~do y la sumatoria
se convierte en {

(0= |

—)

jf(t)eimfdt]elmtdm

De la Serie a la Transformada de Fourier

Es decir,

oo
1 jot Identidad
- IF(m)e do|——

de Fourier

£(t)

—o0

Donde

De Fourier

F(m J. f(t)e It Transformada

Estas expresiones nos permiten calcular Ia
expresion F(o) (dominio de la frecuencia) a
partir de f(t) (dominio del tiempo) y viceversa
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De la Serie a la Transformada de Fourier

Notacion: A la funcion Fleo) se le llama
transformada de Fourier de f(t) y se denota por
g, es decir

F[f(H)] =F(o) = [f(t)e-imfdt
En forma similar, a la expresién qu enos permite
obtener f(t) a partir de F(w) se le llama

transformada inversa de Fourier y se denota
por & 1 ,es decir

F[F(w)]=f(t) =% TF(m)ejmdm

e ]

De la Serie a la Transformada de Fourier

Ejemplo. Calcular F(w) para el pulso rectangular

f(t) siguiente 0

| | }
T T T
g 0

P,f: P,"z

Solucion. La expresion en el dominio del tiempo
de la funcion es

P
0 t = =
— “P P
f(t)y=41 F<t<k
P
0 3 <t
g_“a°k+%
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De la Serie a la Transformada de Fourier

@ p/2
F(o)= [f(e™dt= [ *dt

- —-p/2

Integrando e
il #e—]mt

-] -p/2
1 —jop/2  _jop/l
=5 e )

Usando la formula de Euler F(o)= pw
op/2
Obsérvese que el resultado es igual al obtenido

para cn cuando T—ao, pero multiplicado por T.

De la Serie a la Transformada de Fourier

En forma Grafica
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De la Serie a la Transformada de Fourier

ACTIVIDAD 10. Calcular la Transformada de
Fourier de la funcion escalén unitario u(t):

u(t)

Graficar U(o)=8[u(t)]
¢Qué rango de frecuencias contiene U(®)?
¢Cual es la frecuencia predominante?

La Transformada Rapida de Fourier

Cuando la funcion f(t) esta dada por una lista de N
valores f(t,), f(t,), ...f(t,) se dice que esta discretizada o
muestreada, entonces la integral que define Ia
Transformada de Fourier:

F(w) = ?f(t)e‘jmdt

Se convierte en la sumatoria

N i 2mn
F(n)=> f(t, Ye 7FED - paralsn< N

k=1

(Donde k es la frecuencia discreta)
Llamada Transformada Discreta de Fourier
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La Transformada Rapida de Fourier

La Transformada Discreta de Fourier (DFT)
requiere el calculo de N funciones exponenciales
para obtener F(n), lo cual resulta un esfuerzo de
calculo enorme para N grande.

Se han desarrollado métodos que permiten
ahorrar calculos y evaluar de manera rapida la
Transformada discreta, a estos métodos se les
llama

Transformada Rapida de Fourier (FFT)

La FFT y la Serie de Fourier

Podemos hacer uso de la FFT para calcular los
coeficientes c, y c, de la Serie compleja de
Fourier como sigue:

Ejemplo: Sea f(t) el tren de pulsos de ancho p y

periodo T. N
| ft)
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La FFT y la Serie de Fourier

La versidn muestreada f(k) de f(t) sdlo puede
tomar un numero finito de puntos. Tomemos

por ejemplo N=32 puntos cuidando que cubran

el intervalo de 0a T (con p=1, T=2):
32 muestras def(t), de 0a T

1.9

fk)

ot
o

La FFT y la Serie de Fourier

Para obtener estas 32 muestras usando Matlab
se puede hacer lo siguiente:

k=0:31
f=[ (k<8) | (k>23)]
Plot (k,£,’0’)
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La FFT y la Serie de Fourier

Con los 32 puntos f(k) calculamos F(n) mediante
la FFT, por ejemplo, en Matlab:

F=fft (f) /N;
Con lo que obtenemos 32 valores complejos de

F(n). Estos valores son los coeficientes de la
serie compleja ordenados como sigue:

F(l‘.l) CD Cl C2 C3 CIS C_ls C_15 C_14 C—l

La FFT y la Serie de Fourier

Podemos graficar el espectro de amplitud
reordenando previamente F(n) como sigue
aux=F;
F(l:16)=aux(17:32) ;
F(17:32)=aux(1:16) ;

F(n) queda:
n 1 13 14 (15 | 16 | 17 18 19 32
F(ll) C.is| - C3|Ca|Cql €| € Cy C3 ---| C15

Y para graficar el espectro de amplitud:
stem(abs(F))

Obteniéndose:
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La FFT y |la Serie de Fourier

Espectro de Amplitud |F(n)|

0.6

. Para el tren de pulsos p=1,

,I.JE_. T:2 L

0.4

p | -
02
»
0 =?=?=T=T= .=T=I= - =T=T=r=r= 'cr
0 10 20 30 N

Si deseamos una escala horizontal en unidades
de frecuencia (rad/seg):

La FFT y la Serie de Fourier

w0=2*pi/T;
=-16:15;
w=n*wO0 ;
Stem (w, abs (F))
Espectro de Amplitud |F(n)|

iﬁ para el tren de|pulsos, p=1,T=2
g -»
i
04
Obteniendo: 17
0.2
0 r_*r_fTTTx IrT?TTT

50 0 50 W
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La FFT y la Serie de Fourier

También podemos obtener los coeficientes de la
forma trigonomeétrica, recordando que:

&=i@,b). c,=i@+b)
Podemos obtener
a,=c,, a,=2Re(,), b=-"2Im(,)
Para el ejemplo se obtiene: a,=0.5, a =b =0
(para n par), ademas para n impar:

n 1 3 3 7 0 11 13 15
a, | 0.6346 |-0.2060|0.1169|-0.0762| 0.0513 | -0.0334 |1 0.0190 | -0.0062

b, [-0.0625| 0.0625 [-0.0625 0.0625 |-0.0625| 0.0625 |-0.0625| 0.0625

La FFT y la Serie de Fourier

Como el tren de pulsos es una funcion par, se
esperaba que b =0; (el resultado obtenido es
erroneo para b, pero el error disminuye para N

grande): 4
dp .
0.5 .
Coeficientes b, Coeficientes a,
0 Lpatepetabte st TL?‘
03, 10 20 30

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 193



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

La FFT y la Serie de Fourier

ACTIVIDA 11: Usar el siguiente codigo para generar 128
puntos de una funcion periodica con frecuencia
fundamental ®,=120m (60 hertz) y dos armonicos

impares en el intervalo [0,T]:

N=128;

w0=120*pi;

T=1/60;

t=0:T/ (N-1) :T;

f=sin(w0*t)+0.2%sin (3*w0*t) +0.1%sin (11*w0*t) ;

Usando una funcion periodica diferente a la subrayada:
a) Graficar la funcion.

b) Obtener y graficar el espectro de amplitud de la
senal usando la funcion FFT

Medidores Digitales

La FFT ha hecho posible el desarrollo de equipo
electronico digital con la capacidad de calculo de
espectros de frecuencia para sefales del mundo
real, por ejemplo:

1) Osciloscopio digital Fuke 123 (s 1s,600.00m.1.)
2) Osc. digital Tektronix THS720P (33,796 dis)
3) Power Platform PP-4300
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Medidores Digitales

El Fluke 123 scope meter

Medidores Digitales

Tektronix THS720P (osciloscopio digital)

id,
o,
i‘ % %‘
: £
H
&
E
.5'.\““

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 195



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Medidores Digitales

Analizador de potencia PP-4300

Es un equipo especializado en monitoreo de la
calidad de la energia: permite medicion de 4
sefales simultaneas (para sistemas trifasicos)
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I Aplicaciones de Fourier ‘

¢, Como y donde se aplican las series de Fourier?

INTRODUCCION

Muchas ecuaciones de las ciencias se formulan con derivadas parciales y se
resuelven, en ocasiones, descomponiendo la incognita en series (sumas infinitas).
Las series mas interesantes son las de potencias y por supuesto las de Fourier.
Dado el caracter periédico de tales sumas, las series de Fourier se aplican, por
ejemplo, donde surgen procesos oscilantes, como ocurre en las series temporales
de naturaleza econdmica, en electronica (se aplican por ejemplo en teoria de
sefales ), en acustica 0 en Optica. Los problemas tedricos relacionados con la
convergencia de las series de Fourier han impulsado avances fundamentales en
distintos dmbitos de las matematicas y siguen siendo considerados hoy como

problemas muy dificiles.
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APLICACION EN PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES

Es importante considerar la aplicacion de las series de fourier, ya que estas sirven
mucho en el procesamiento digital de sefiales, la cual es un area de las ciencias e

ingenieria que se ha desarrollado rapidamente en los ultimos 30 afios.

Este rapido desarrollo es resultado de avances tecnoldgicos tanto en los
ordenadores digitales como en la fabricacion de circuitos integrados. Estos
circuitos digitales baratos y relativamente rapidos han hecho posible construir
sistemas digitales altamente sofisticados, capaces de realizar funciones y tareas
del procesado de sefiales que convencionalmente se realizaban analégicamente,
se realicen hoy mediante hardware digital, mas barato y a menudo mas fiable. Es
relevante diferencie entre una sefial analégica y digital para comprender mejor el
procesamiento de sefiales, el nombre de una sefial analdgica se deriva del hecho
de que es una sefial analoga a la sefal fisica que se representa .La magnitud de
una sefal analdgica pude tomar cualquier valor, esto es, la amplitud de una sefal
analdgica exhibe una variaciéon continua sobre su campo de actividad. La gran
mayoria de sefiales en el mundo que hay a nuestro alrededor son analégicas. Los
circuitos que procesan estas sefiales se conocen como circuitos analdgicos. Una
forma alternativa de representacion de sefial es la de una secuencia de nimeros,
cada uno de los cuales representa la magnitud de sefial en un instante
determinado. La sefial resultante se llama sefal digital, esta a diferencia de la
sefal analdgica es una sefial que esta discretisada en el tiempo y cuantificada en
magnitud. El procesamiento de sefiales se correlaciona con las series de fourier ya
gue esta nos permite expresar una funcién periédica de tiempo como la suma de
un namero infinito de senoides cuyas frecuencias estan armoOnicamente
relacionadas La importancia de esto radica en que la serie de Fourier nos facilita el
arduo trabajo del manejo con sefales, ya que para que nosotros podamos
procesar estas sefiales es necesario expresarlas como una combinacion lineal de

términos, lo cual nos lo proporciona la serie de Fourier.
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APLICACIONES EN LA MEDICINA

Diagnostico automatico: La ecografia permite registrar la vibracion de cada una
de las membranas del corazon, proporcionando una curva periédica. Un programa
de ordenador calcula los primeros términos de las sucesiones (coeficientes de
Fourier). En el caso de la valvula mitral, son suficientes los dos primeros
coeficientes de Fourier para diagnosticar al paciente. Esta forma de diagndstico
disminuye costes en el sistema sanitario y, sobre todo, evita al paciente los riesgos
y molestias inherentes a las pruebas endoscépicas

APLICACIONES DIVERSAS

Las series de Fourier son de gran importancia ya que tienen muchas aplicaciones

dentro de los campos de la fisica y de la matematica entre otros. La idea basica de
las series de Fourier es que toda funcion periddica de periodo T puede ser
expresada como una suma trigonomeétrica de senos y cosenos del mismo periodo
T. Este problema aparece por ejemplo en astronomia en donde Neugebauer
(1952) descubrié que los Babilonios utilizaron una forma primitiva de las series de
Fourier en la prediccién de ciertos eventos celestiales.

La historia moderna de las series de Fourier comenz6 con D’Alembert (1747) y su
trabajo de las oscilaciones de las cuerdas de violin. El desplazamiento de una
cuerda de violin como una funcién del tiempo y de la posicion es solucion de una

ecuacion diferencial.

La solucién de este problema es la superposicion de dos ondas viajando en
direcciones opuestas a la velocidad como lo expresa la formula de D"Alembert En
la cual la funcidbn es impar de periodo 2 que se anula en algunos puntos
especificos. Euler en 1748 propuso que tal solucion podia ser expresada en una

serie en funcién de senos y como consecuencia una serie con producto de senos
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y cosenos, Las mismas ideas fueron luego expuestas por D.Bernoulli (1753) y
lagrange (1759). La férmula para calcular los coeficientes aparecio por primera vez
en un articulo escrito por Euler en 1777.

La contribucion de Fourier comenz6 en 1807 con sus estudios del problema del
flujo del calor presentado a la academia de ciencias en 1811 y publicado en parte
como la célebre teoria analitica del calor en 1822. Fourier hizo un intento serio por
demostrar que cualquier funcion diferenciable puede ser expandida en una serie
trigonométrica. Una prueba satisfactoria de este hecho fue dada por Drichlet en
1829.

Modernamente el analisis de Fourier ha sido impulsado por matematicos como

lebesgue Hardy, Littlewood, Wiener, Frobenius, Selberg, Weily Weyl entre otros.

El poder extraordinario y la flexibilidad de las series de Fourier se ponen de
manifiesto en la asombrosa variedad de aplicaciones que estas tienen en diversas
ramas de la matematica y de la fisica matematica desde la teoria de niumeros y

geometria hasta la mecénica quéntica.
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Algunas de las mas importantes aplicaciones de las series de Fourier son:

El problema isoperimétrico
Temperatura de la tierra

Evaluacién de series no triviales

La desigualdad de Wirtinger
Solucién de ecuaciones diferenciales
Flujo del calor

Ecuacion de ondas

Formula de Poisson

Identidad de Jacobi

Veamos de forma breva algunas de estas de estas aplicaciones:

El problema isoperimétrico que es de caracter matematico afirma que si C es
una curva cerrada simple con un tipo de clase y de longitud unitaria, entonces
el area A encerrada por la curva satisface cierta desigualdad. La desigualdad
se satisface si y solos si C es una circunferencia. En consecuencia entre todas
las curvas cerradas simples de longitud unitaria la que encierra mayor area es

la circunferencia.

Un problema sencillo pero muy interesante es el de calcular la temperatura de
la tierra a una profundidad x a partir de la temperatura de la superficie.
Describamos la temperatura de la superficie terrestre como una funcion f

periodica en el tiempo t y de periodo 1(un afo). La temperatura y la
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profundidad en un tiempo y longitud respectivamente, mayores o iguales a
cero son también periddicas. Bajo estas circunstancias la temperatura puede

ser expandida mediante una serie de Fourier para cada valor x fijo.

Otra de las aplicaciones de la serie de Fourier es la evaluacion de las series
no triviales mediante la identidad de plancherel para calcular algunas sumas

infinitas.

La desigualdad de wirtinger es una aplicacion de tipo matematica de las series

de Fourier para una funcion continua definida en un intervalo cerrado.

Tal vez una de las propiedades mas importantes de las series de Fourier y en
particular de las integrales de Fourier se presenta en la solucion de
ecuaciones diferenciales ya que transforma operadores diferenciales con

coeficientes constantes en multiplicacién por polinomios.

Otra de las aplicaciones importantes de la serie de Fourier y en este caso de la
transformada de Fourier es el problema del flujo del calor. el planteamiento de

este problema es similar al del problema anterior.

Las aplicaciones tanto en la ecuacion de ondas, la formula de Poisson y la
Identidad de Jacobi son de caracter matematico riguroso por lo que se dejan

indicadas.
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Teorema de transplantacion para las series de Fourier-Bessel

La presente aplicacion es de tipo matematica utilizando una sucesion de ceros
positivos de la funcion de Bessel de cierto tipo de orden, en este punto una
sucesion de funciones forman un sistema ortonormal completo. Las series de
fourier asociadas a este sistema ortonormal se denominan series de Fourier-
Bessel dentro de este estudio cabe mencionar el teorema de trasplantacion con
pesos potenciales para este tipo de series de fourier que permite un rango lo mas

alto posible para los pardmetros involucrados.
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1. Resolucion de EDPs

1.1. La ecuacion de ondas

En este apartado vamos a usar las series de Fourler para resolver la ecua-
cién de ondas unidimensional
2 2

st t) = ﬂ@w{;u,
con las condiciones de contarno
u(0,t) = u(m,t) =0, (1.1)
v las condiciones iniciales
u(z,0) = f(z), gu{nﬂ} = gl(x). (1.2)

Esta ecuacidn, conocida como ecuacion de ondas, modeliza el movimiento de
una onda umdimensional (por ejemplo el somido).

Usnalmente para resolver este problema se usa el método de separacion
de variables:

u(r,t) = X(@)T(t), X(z) £0, T(t)#£0,

que al sustituir en la ecuacidn original nos da

. X'(x) 1 T"(¢)
X(o)T"(t) = a?X"(2)T(t = — = —
@T(0) = @X"@TO, » = S
donde A € B, i.e. tenemos las ecuaciones!
X"z)+AX(x) =10, X(0)=Xim) =0, (1.3)

:‘“HOK%‘E
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T"(t) + a®AT(t) = 0 (1.4)

Por sencillez asumiremos a = 1.

La solucion general de (1.3) depende del valor de A. Es faml comprobar
que solamente se tienen soluclones no nulas s1 A = (. En este caso la solumdn
general es

X(z) = acos v Az + Bsen vz,

que Junto a las condiciones de contorno para X nos dan las soluciones
Xo(z) =sennz, X=X, =n"
En este caso para T obtenemos (a = 1)
T"(¢) + n*T(t) = 0,

luego
Ta(t) = A, cosnt + B, sennt,

¥ por tanto una solucion de nuestra ecuacion con las condiciones de contorno
(1.1) sera

ug(x, 1) = (A, cosnt + By sen nt) sennx.

Como la ecuacidn de ondas es lineal y homogénea entonees su solucién general
sera de la forma
= o
H[I1!:|=Zt|!.n|iI._i] =Z[_ﬁlncmnt+ﬂnsenﬂt}senm. (1.5)

n=1 n=1

Para encontrar log coeficientes indeterminados A, v B, supondremos que f
¥ g som lo suficientemente buenas ( por ejemplo casi-continuamente derivables
en [0, 7]) ¥ vamos a extenderlas a todo el intervalo [—m, 7| de forma impar,
es decir de forma que f y g sean funciones impares. Entonces podemos de-
sarrollar en serie de Fourter ambas funciones ¥ ademas las correspondientes
series son absoluta v uniformemente convergentes. S1 ahora usamos las las
condiciones iniciales (1.2) obtenemos?

ulx,0) = f(z) = Z_ﬁln SEn NI,
T.|=j
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oo

a
au[:.. 0)=glz) = ; nl, sennx,
donde
2 w 2 w
A, =— [ flz)sennzdr, B, = — glr)sennrdr. (1.6)
T Jo nJo

Veamos un ejemplo. Supongamos que el perfil inicial de una cuerda viene
dado por la funcion

¥ que inicialmente esta en reposo, es decir, g(r) = 0. Entonces usando {1.6)
tenemos B, = 0 para todo n € M v

A, = 2 /-If{I:IHEHHIdI=M
m Jo

ani(m —a)’

asl que la solucidn es

o0

24 SENan

ulr, t) = E 5 cos ni sen nr.
alr —a)= n

Supongamos ahora que el perfil inicial de una cuerda viene dado por la

funcion
flzr) = ax{r — )

¥ que inicialmente esta en reposo, es decir, g(r) = 0. Entonces usando {1.6)
tenemos B, = 0 para todon e M v

4ol 4 (=1)™1)

T

1

I'J .3
.*'-1n=:[ flz)sennz dr =
T Jo

y por tanto la solucion es

ul(r,t) =

Bor o 1
———cos(2n — 1)ntsen(2n — 1)z,
W ; (2n —1)3
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Como ejercicio considerar el caso cuando

T 0<zr<3,
flx) = % %c: r<¥  y glx) =0
T—r FEr<m
v el caso cuando fix) =0,
e O0<r=<a
(£) =4 o
! —vn[rr—:] [ B
T— -

1.2. La ecuacion del calor

Consideremos ahora la ecuacidn del calor
o

—ulr.t)=a a—ﬂl:'[,f:l,

at 2

con las condiciones de contorno
u(0,t) = u(w,t) =10, (1.7)
v la condicién micial
u(x,0) = f(2). (15)
Nuevamente usaremos el método de separacion de variables:

u(x,t) = X(x)T(t), X(z)#0, T(t)#0,

que al sustituir en la ecuacion original nos da

X(z)T'(t) = a*X"(x)T(t), = % = %% = —A,
donde A € R, i.e., tenemos las ecuaciones
X"(z)+AX(x) =0,  X(0)= X(m)=0, (1.9)
v
T'(t) — a®AT(t) = 0 (1.10)
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La solucitn general de (1.9) depende del valor de A, Es ficil comprobar
que solamente se tienen soluciones no mlas si A = 0. En este caso la solucidn

reneral os
X(z) = ¢cos v Ar + Fsen v AT,

que junto a las condiciones de contorno para X nos dan las soluciones
Xn(r) =sennr, A:=An=nl
En este caso para T obtenemos
T(t) + a®n®T(t) = 0,
Inego
T(t) = e ="

v por tanto una solucton de muestra ecuacidn con las condiciones de contorno
(1.7} serd

ﬂ.:

U (T, t) = Ape " " sonnz.

Como la ecuacidn del calor es lineal ¥ homogénea entonees su solucidn general
aori de la forma

oo o0

u(z, t) = Zﬂn(r. t) = Z_d,,e'“z“gt 501 T, {1.11)
n=1 =1

Para encontrar los coeficientes indeterminados A, supondremes que f es lo

suficientemente buena (por ejemplo casi-continuamente derivable en [0, 7]) ¥

vamos a extenderlas a todo el intervalo [—w, 7] de forma impar, es decir de

forma gue [ v g sean funciones impares. Entonces desarrollamos en serie de

Fourier f y usamos las las condiciones iniciales (1.8) obtenemos

ufz. 0) = flz) = Z Ap son ner,

n=1

donde ;
An == f _]I-I:I:IE,E[] nrdr. {11_]':|
T .Jo .

YVeamos un ejemplo. Supongamos que la distribucidn inicial de la tempe-
ratura s uniforme, ie., f(r) = Tp. Entonces, usando (1.12) tenemos B, =0
paratodo ne M y

Ma(1 + (1))

2 w
An_;j; fir)semnrdr = p—

ica
(0ieady

o

wersidag
x
c)

o

»

. £
g ot
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asi que la solucion es

u(z.t) = % Zﬁe'“:[!“'lﬁ sen(2n — 1)r.
n=1 "~

1.3. El problema del telégrafo

La ecuaciin

2

it[[r t)+ E'm:'i' t)+u(r.t) = uzﬂ—un:':r t)
[i/= (7 A =t

con 1as condiciones de contorno
ul0,t) = ufm. t) =0,

v las condiciones iniciales

i
uz. 0) = flz], au(r. 0y =0,

gue modeliza la trasmisidn telogrifica.

Para resolverlo usaremos el método de separacion de variables;

iz, t) = X(z)T(t), Xiz)20, T(t)20,
gue al sustitmr en la ecuacion orginal nos da
X(z)T"(t) + X (2)T(t) + X ()T(t) = X" (2)T(t), =
2Xm) T T
X{z) ~ T(t) Tit) a
donde A £ B, e, tenomos las ecuaciones

X"(z) + Aa?X(z) =0, X =X{(m) =0,

Tit) + T'(t) + T(t) —a®AT(t) =0

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

La solucidn general de (1.15) depende del valor de A Es fici]l comprobar
gue solamente se tienen scluciones no nulas =1 A = (. En este caso la solucidn

reneral es
Xiz) = orens WAz + Bzen AT,
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que Junto a las condiciones de contorno para X nos dan las soluciones
Xolz)=sennzr, A=A = n’.
En este caso para T obtenemos
T"(t) + T(t) + (1 — a®n*)T(t) = 0,

Inego

To(t) = Age ¥ 4 Boe et w, = daTn? — 3,
o, equivalentemente,

Tn(t) = € 3" { An cosh(wat) + Bn senh{wat))

v por tanto su solucidn general serd de la forma
u(r,t) = i e 3 (A, cosh(w,t) + B, senh(w,t))sennz, w, = vIain? — 3.

"~ (117)

MNuevamente para encontrar los cooficientes indeterminados A, v B, usamos
las condiciones iniciales que en este caso nos dan

w(r,0) = flr) = Z:i,,:ﬂ:nnr.
=1

=

a 1
Eu(r. 0 =0= E (—E:in + Br:lLL-r:l) 300 TLT,

n=1

donde

A, :%f flzlsennzdr, B, = I__:i—" = An flr)zsennede. (1.18)
™ Jo

iyl
Lty Tty Jg

Veamos un ejemplo. Supongamos que fi{r) = arir — ), entonces como
va hemos visto

o
Ah_l:r(ﬂﬂ——l]n- :‘1.51:“ ?'.!-:1.2....:

POT LANLD

8o
m(In— 1P 3 (2 - 1F -3
luego la solucidn es

., = _1, { coshiwgt) semh wat) )
u(z,t) = EﬂZ{' 7t (F[%':_ 0y + =n _I: 1]3:'.'..! ) sen(2n — 1)z,
- J n

By_y =

Ban=0 n=12.._,

JE—
con Ly, = yda?n? — 3.

T,

=]
1M

o

I
vl =

Como ejercicio encontrar la solucidn si fizr) = _
afr—r), FET

=
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